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In der vorliegenden Arbeit werden die beiden miglichen Arten der Wechselwirkung, nimlich
ZusammenstoB und Uberholen, zweier starker eindimensionaler StoSwellen behandelt, die ihre
asymptotische stabile Form, die Homologie-Verteilung mit £=0,39, schon erreicht haben.

Die Ergebnisse der numerischen Rechnungen lassen den Schluf3 zu, da3 beim Zusammenstof die
zeitliche Entwicklung der Stowellen, die man jetzt nicht mehr als stark approximieren kann, im
wesentlichen unabhingig von der anfinglichen Macuschen Zahl ist und daf3 alle StoBwellen nach
Erreichen desselben homologen Abstands & (§=—0,7), gemessen vom Orte des Zusammenstofles z
(§t=1) aus, praktisch verschwinden. Die Rechnungen fiir das Uberholen beweisen erneut die
Stabilitdt der Homologie-Losung k=0,39, da nach dem Zusammentreffen die Gesamtverteilung sehr
schnell wieder zu dieser Homologie-Verteilung zuriickkehrt.

In einer vorhergegangenen Arbeit iiber die Ent-
wicklung von starken Stofwellen! konnte mit Hilfe
von numerischen Rechnungen gezeigt werden, dal}
die Verteilung aller Zustandsgrofen hinter einer
starken Stoffront sich mit wachsender Zeit asympto-
tisch der Verteilung der ZustandsgréBen annihert,
die der Weizsickerschen Homologie-Losung? mit
k=0,39 entspricht. Inzwischen konnte auch analy-
tisch bewiesen werden?®, daf} diese Losung stabil
und die einzige ist, die Singularititen an der Um-
kehrkante vermeidet und im physikalischen Sinne
regulir ist; letzteres heifit: Druck und Dichte gehen
mit zunehmendem Abstand von der Stoffront gegen
Null, wihrend Geschwindigkeit und Temperatur
(bzw. Schallgeschwindigkeit) gegen Unendlich stre-

ben.

Es taucht nun die Frage auf, was geschieht, wenn
mehrere StoBwellen zusammentreffen; treten dann
dhnlich einfache Verhiltnisse wie bei der einzelnen
starken StoBwelle auf, so dal man mit einfachen
Parameterwerten diese Wechselwirkung beschreiben
und von ihnen eventuell eine Statistik entwickeln
kann?

Um der Antwort dieser Frage ein wenig néher
zu kommen, wird hier die Wechselwirkung zweier
starker homologer StoBwellen untersucht, d. h. sol-
cher starker Stofwellen, deren Entwicklung in der
Zeit schon so weit fortgeschritten ist, dafl ihre
asymptotische stabile Form — die Homologie-
Lésung mit £=0,39 — erreicht ist. In dem hier

* Jetzt Centro Técnico da Aerondutica, Sao José dos Campos
S. P., Brasil.

1 K. Hawx u. S. v. Hoerner, Z. Naturforschg. 9a, 993 [1954].

2 C.F.v. Weizsicker, Z. Naturforschg. 9a, 269 [1954].

betrachteten eindimensionalen Fall gibt es zwei Ar-
ten der Wechselwirkung:

a) zwel Stofwellen laufen aufeinander zu:
Zusammenstofl (head on collision)*,

b) zwei StoBwellen laufen hintereinander her:
Uberholen (overtaking)*.

Da im Fall a) die resultierenden StoBwellen und
im Fall b) die tiberholende StoBfront bis zum Er-
reichen der vorderen starken nicht mehr als stark
anzusehen sind, gilt es, zunéchst fiir diesen Fall ein
geeignetes Rechenverfahren anzugeben. Danach wird
der Zusammenstof fiir verschiedene Frontgeschwin-
digkeitsverhaltnisse der zusammenstoflenden homo-
logen Stoffronten behandelt. AnschlieBend wird das
Uberholen fiir verschiedene Parameterwerte, die die
Stirke bestimmen, mit der die iiberholende Stof-
front die vordere starke erreicht, untersucht.

I. Rechenmethoden

Bezeichnungen:
u = Strémungsgeschwindigkeit,
a = Schallgeschwindigkeit,
s=3S/cy,= dimensionslose Entropie,
A= Differenzen lings der Front,
V7, V7, V0 = Differenzen lings der (riickwirtigen)
C*, C, C"-Charakteristik (vgl. L c.1),
ds* = (nicht exaktes) Differential der Riemanx-

schen Invarianten (vgl. auch L c.?).

3 'W. Hireig, Z. Naturforschg. 10a, 1017 [1955].
4 Courant-Friepricus, Supersonic Flow and Shock Waves,
Interscience Publishers, New York 1948.
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o = Dichte,
p = Drucdk,
x=cplcr=1+2/f.

Zur numerischen Integration der Euvrerschen Glei-
chungen, die wir hier wieder in ihrer charakteristi-
schen Normalform beniitzen,

dsi:dui( 2 dg—_1 ads)=0

—1 #(x—1) /
lings uta=C",

ds®=ds=0 langs u  =C",

wurde das gleiche Verfahren wie in der vorher-
gegangenen Arbeit! angewandt, das man wie folgt
charakterisieren kann: Charakteristikenverfahren
mit differentieller Erfiillung der Randbedingungen;
im Gegensatz zur fritheren Arbeit entsprechen die
Randbedingungen an der Front nicht mehr den
starken Frontbedingungen.

Das Problem der exakten Bestimmung der Front-
geschwindigkeit sowie der Zustandsgréfen an der
Front wurde iterativ gelost. Zunachst 1at man die
StoBwelle mit der Frontgeschwindigkeit in das vari-
able Medium hineinlaufen, die dem letzten berech-
neten Raumzeitpunkt entspricht, dann mit der durch
diese Rechnung gednderten Frontgeschwindigkeit
usw., bis die Iteration hinreichend genau ist. (Mei-
stens zwei bis drei Iterationen.) Wir fithren die
folgenden Definitionen ein:

B=2o/01>

Dann lauten die StoBbedingungen, wenn wir die
GroBen vor der Front mit 0, die hinter der Front
mit 1 bezeichnen,

B=1-2-(1-4),
w—tty = (1= ) (v —2o),

P 9 2—1
h=ty {1 T2
Si—Sg 11 x—1
= pr L,

2[ = aig/(v = u0)2 .

Z—w~n—%}

Differenzieren dieser Formeln in Frontrichtung er-
gibt
Alu—uy) = (1 =) A(v—uy) —Ap (v —uy),

WY_ _#x=1{x
A()ﬂ‘)_ x+1(/‘.,,'3 ‘ I)Aﬂ’
Als. —s) = dCalhe) | (.,
A(sy—s9) = fo) + (=—1) 4B/B.
Nun gilt aber langs der (u + a)-Charakteristik

ds*=0,
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also
ds'=\/s"—4s"=0.
Nach etwas mithsamer Rechnung findet man
A(v —uy)
—V*s'+duy+ (2 a. [ (2—1) +2 B) dag/ay—a . Asy/x(x—1)
1—f—2 B/ (v—uy) N
mit den folgenden Definitionen: a, Mittelwert von «
auf der (u+ a)-Charakteristik zwischen letztem
Punkt auf dieser und Frontpunkt,
2

-2 na.
x+1

B

Man sieht leicht, daB die Formeln in die fiir starke
StoBBwellen iibergehen, wenn man 4, =0 setzt.

— (v—uy) 2o+

x+1

X

i .

412 (’a; _al') L
%

Die Verteilung der ZustandsgréBen hinter der
Front vor dem Zusammenstof} soll der asymptoti-
schen, stabilen Homologie-Losung mit k= 0,39 ent-
sprechen. Definieren wir den homologen Abstand
durch

f=(z—zp)/(t—t)* 7",
so konnen wir diese nédherungsweise darstellen

durch3
u=(1-k)(t—1)) *q(&),
a=(1—Fk)(t—1) *w(&),
s=—2kln(t—1¢) -1,32¢9—1,51 ¢?
@ =1,505&—0,75
w —=0,7—0,12 ¢ — 0,089 ¢2
w= (1—k) (t—t) ¢/ (£)
(1K) (t— 1) F ' (5)
Os 2k a;r 0373
ot t—t,” 3¢ oyt
¢ =@ |
y =0,699 — 0,16 ¢ |

}- fir £ 20,4 ;

fir £<0,4.

Der Weg der Front wird durch & =1 bestimmt. Die
noch freien Parameter z, ¢, sind so zu bestimmen,
dal} fiir einen gegebenen Raumzeitpunkt ¢, z; eine
Grofle einen vorgeschriebenen Wert annimmt, z. B.
u;=u, an der Front.

Die differentielle Erfiillung der Randbedingungen
bedingt manche Fehler. Bei den numerischen Rechnun-
gen wurde nicht versucht, diese Fehler durch geeignete
MaBnahmen, wie direktes Einsetzen der Frontbedingun-
gen und gewisse Mittelwertbestimmungen fiir den Front-
stirkeparameter /3, zu beseitigen, da dann die Rechnun-
gen, die die Kapazitit und Rechengeschwindigkeit der
G 1 schon fast iiberstiegen, noch umfangreicher gewor-
den wiren. Eine nachtrigliche Bestimmung des Para-
meters f aus den verschiedenen Frontbedingungen er-
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gab, daf} der Fehler etwa bis zu 5% betrug, was man
als den Rechenfehler der Rechnungen ansehen kann. Wie
in der vorhergegangenen Arbeit ! ausgefiihrt worden ist,
ist der Rechenfehler bei den benutzten Maschenweiten
des Charakteristikennetzes wesentlich kleiner. Bei einer
erneuten Rechnung mit einer schnelleren Maschine mit
groflerer Speicherkapazitdt miifite man durch geeignete
Mallnahmen den Fehler bei der Erfiillung der Rand-
bedingungen wesentlich herunterdriicken kénnen.

II. Zusammenstof

Um die Rechnungen fir den Zusammenstof}
zweier Stollwellen beginnen zu kénnen, haben wir
zunichst die Randbedingungen im Raumzeitpunkt
des Zusammenstofles zu erfiillen, die weiteren Rand-
bedingungen fiir groflere Zeiten ergeben sich dann
aus den oben abgeleiteten Gleichungen. Die Zu-
standsgrolen im Raumzeitpunkt des Zusammen-
stolles ergeben sich nach den fiir stationdre Stof}-
wellen geltenden Gleichungen, wie sie bei Courant-
Frieoricus * gegeben sind.

Es mogen zwei starke in ein ruhendes Medium
einlaufende StoBwellen in einem Raumzeitpunkt P
zusammenstofBen. Wir wissen, dafl Diskontinuititen
nur liangs Charakteristiken auftreten. Hier liegt
nur die u-Charakteristik innerhalb des von den bei-
den Stolwellen aufgespannten Raumzeitkegels. Da
die Entropie die Invariante der u-Charakteristik ist

(Teilchenbahn), folgt, dal diese rechts und links

der u-Linie verschiedene Werte annimmt, wahrend
die beiden anderen Riemaxxschen Invarianten stetig
tiber diese fortgesetzt werden miissen. Es folgt so-
fort, dafl u keinen Sprung machen kann. Durch Inte-
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gration einer der charakteristischen Gleichungen auf
beiden Seiten der u-Charakteristik ergibt sich

1 + -

P (50" — 5o )J .

ay’/ay” =exp

Damit folgt aus der Zustandsgleichung
Po=Po =Py »
d. h. dal der Druck auf beiden Seiten denselben

Wert hat, was ja auch aus physikalischen Griinden
von vornherein klar ist.
Es bleiben also sechs GroBlen zu bestimmen:
+ - o+ s
Vg s Vg s 99 5 Q9 » Ups Po-

Die Huconior-Relationen und die mechanischen Rand-
bedingungen ergeben demgemil} sechs Gleichungen
(vgl. Courant-FrIEDRICHS ¢)

(m*)2+24*m* -1=0,
p/pE = (m*)2 (14 1) — 12,
007/ = (po + 12 p*) [ (1 py+ p*)
mit den Abkiirzungen
2= (2x—-1)/(%+1)
m* = (ot —ut)fa,

A =L (u* —uy) /(1 — u?) a™ .

Aus
>0, v0<0; w<0, vy >0
folgt
m<0, m>0,
d. h. es wird
mt=— :;Vl_f_(At):z

Die beiden anderen Lésungen wiirden ankommende
StoBBwellen bedeuten. Fiir starke Stofe ist

p=0, 0*=1;
damit wird

,7-'0' ‘l / + ‘LLZ p0 '

ut l—u ut (u*’)2

Lt]/1+u
ut 1—ud

voE —uy TVl (A= )2\
Durch Einsetzen einer dieser Gleichungen in die
andere entsteht eine Gleichung achten Grades fiir
uy . Diese Gleichung wurde durch das Newroxsche
Niherungsverfahren numerisch auf der G1 gelost,
ohne daB das Einsetzen analytisch durchgefiihrt
wurde. Das Resultat der Rechnung fiir 2=5/3 ist in
Abb. 2 dargestellt. Man erkennt sofort, daf} die
StoBwellen nach dem Zusammenstol nicht mehr
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stark sind (f=1/4 wiirde starken StoBwellen ent-
sprechen). Man sieht ferner, dal} der Druck fiir
v = —uw auf das 6-fache ansteigt (p=2, p'=
p =1/3; vgl. Couranr-Friebricus, Reflexion von
Stowellen an einer festen Wand, die fiir diesen
Fall die Gleichungen explizit losen). Der Grenzfall,
dafl die eine Welle unendlich schwach ist, ist nicht
etwa dadurch gekennzeichnet, daf} die schwache
Stolwelle zu einer Schallwelle wird, sondern dal} sie
durch einen Wert von [f=2/3 charakterisiert wird.

*b = T /A
- | |
» DN I
3 S0 ‘ | 73 l
\\\\ e-
| | T~<8-2 I
2 ; ‘ = ~= %2
| pe | B | == %
1F | | \{0
| |
| |
* 0
uva

05

0

0 0z 0% 06 08 10 08 06
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Abb. 2. Zustandsgroflen beim stationdren Zusammenstof3.
Normierung: uy,=1, gp=1.

Die starke StoBwelle lduft zwar im ersten Augen-
blick als ,,starke” StoBwelle weiter, ihre Dichte er-
leidet aber einen Sprung um einen Faktor vier.

Zu Beginn der Rechnung der zeitlichen Entwick-
lung des ZusammenstoBes nehmen wir zunéchst an,
daB die Anderungen der GroBen lings der u-Cha-
rakteristik Null sind, und berechnen mit dieser An-
nahme durch das oben angegebene Iterationsverfah-
ren die Anderungen der ZustandsgroBen an der
Front und die Frontgeschwindigkeit, die sich allein
durch die Variabilitdt des Mediums ergeben, in das
die StoBwellen hineinlaufen. Aus diesen Anderun-
gen berechnet man dann nach dem Charakteristiken-
verfahren die Anderungen der Zustandsgréfen an
der u-Linie, indem man die dazu benotigten Zwi-
schenwerte lings der Front linear interpoliert. Die
Tterationen werden abgebrochen, wenn sich die Gro-
Ben auf der u-Linie nicht mehr wesentlich dndern.
Dies ist etwa nach vier bis funf Iterationen der Fall.
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Da es sich hier um eine ganze Reihe von linearen
Interpolationen handelt, mu8 man mit der Wahl der
Schrittweite sehr vorsichtig sein, denn die hier verwand-
ten Ndherungen sind nur bei verhiltnismiBig kleinen
Schrittweiten genau genug. AuBlerdem wachsen diese
kleinen Fehler mit der Zeit sehr schnell an, wenn sie
aullerhalb eines gewissen Grolenbereichs fallen. Dieses
Fehleranwachsen bediirfte noch einer theoretischen Un-
tersuchung, die aber noch nicht durchgefiihrt worden ist,
da sie sehr kompliziert ist.

Die weitere Rechnung erfolgt wie in der fritheren
Arbeit! liangs der (u+ a)-Charakteristiken auf der
jeweiligen Seite. (Die (u— a)-Charakteristiken
gehen durch Vorzeichenwechsel in der Koordinaten-
achse z in die (u+ a)-Charakteristiken der anderen
Seite tiber.) Der einzige Unterschied ist, dal} es sich
hier nicht mehr um starke StoBwellen handelt, und
dal} daher die (u+ @)-Charakteristiken der Front
mehr parallel sind als bei den fritheren Untersuchun-
gen. Um zu grofle Abstidnde der (u— a)-Charakteri-
stiken zu vermeiden, miissen mehr Zwischenpunkte
eingeschaltet werden. Die Anzahl der Zwischenpunkte
wurde durch die ganze Zahl bestimmt, die am néch-
sten an dem Parameter

N=14a/[v— (u+a)]

liegt. (Bei starken StoBwellen wire [N] =3.)
Dieses ganze Verfahren geht sehr gut bis etwa
f=0,8. Von da an kann man die Stolwellen als
schwach ansehen und lidngs der Front die Entropie-
erzeugung, die dann sehr klein ist, in anderer Weise
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beriicksichtigen oder auch ganz vernachldssigen.
(Wenn die Stowelle schwach ist, geht jene bekannt-
lich erst mit der dritten Potenz der StoBstdrke.)
Diese Rechnungen wurden hier nicht durchgefiihrt.

III. Uberholen
Beim Uberholen zweier StoBwellen tritt im
Augenblick des Uberholens eine centered rarefaction
wave auf (vgl. l.c.?), was man symbolisch durch
die Gleichung

SSDRS

beschreiben kann. Die Randbedingungen sind im
Augenblick des ZusammenstoBes ,stationdr zu be-
rechnen (vgl. II). Die Stromungsgeschwindigkeit?
u, und die Dichte 9y normieren wir zu 1, dann wird
fiir 2x=5/3

-
19
vo=4%, 0o=1, pp=3%, a =3‘13-

©

Geb/ef Gebret

¥ i
%
a

€
a

’
7

centered
rarefacton wave

u
l
|
|
|
[
|
|
|

Gebiet
/4

Mit der Definition

B=0/01=1/0
kann man v, u;, a; als Funktionen dieses einen
Parameters darstellen:

_11—p/4 /5 o
Pi= 3504 =1+ B—1/4 1/4

3 5 1 1—fJa
u1—1+(l—ﬂ)]/1—2ﬂ—~_1/4 ]/gﬂ L,

Fiir die centered rarefaction wave gelten die folgen-
den Ubergangsbedingungen (vgl. L. c. )

5 Fiir Indexbezeichnung siehe Abb. 5.
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u+3ad =u,+3a,=c=const,
(p/py) = (&'[21)?, (a[ay) = (0[01) "2,
plpy= (@/a,)° = [(c ~u)/[3 a,]°.
Wegen der starken Frontbedingungen gilt ferner
p=u*/3,

=3pi[(c—u)/3a,]%,
=%[(C_u)/3al]3s

a=%(c—u).

also

Diese Gleichungen wurden numerisch durch das
Newronsche Naherungsverfahren auf der G 1 geldst.
Die Lésungen veranschaulicht Abb. 6.

10 98 06 04 03

Abb. 6. ZustandsgroBen beim stationiren Uberholen.
Normierung: uy=1, 0,=1;

Gebiet 1 , Gebiet II , Gebiet III — — — .

Man sieht, daB} im allgemeinen die Zustandsgro-
Ben fiir die Gebiete IT und III nicht sehr viel von-
einander verschieden sind; im Gegensatz dazu ist
der Unterschied zwischen den Gebieten I und II an
der Diskontinuitatslinie viel grofler. Die Diskonti-
nuititslinie ist eine sehr viel ausgepragtere Linie als
die centered rarefaction wave, die man bei Experi-
menten wahrscheinlich kaum sehen wiirde. Ein wei-
teres bemerkenswertes Ergebnis ist, daf} fir gro-
Bere StoBstirken (< 0,62 die resultierende Front
schneller als die urspriingliche Front ist. Fir
f— 0,25, dem Grenzfall einer iiberholenden star-
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ken StoBfront, gehen natiirlich alle Grofen aufer
der Dichte gegen unendlich.

Die centered rarefaction wave bedingt im Gegen-
satz zur Diskontinuititslinie einen Sprung in einer
Invarianten, die GréBen enthilt, die die Richtungen
der Charakteristiken bilden. So tritt auch eine Un-
stetigkeit in diesen Richtungen in dem Raumzeit-
punkt des Beginns der centered rarefaction wave
auf, der zur Folge hat, da} sich die (z—a)- bzw.
die (u -+ a)-Charakteristiken, die von diesem Punkt
ausgehen, sofort in ein ganzes Biischel — eben diese
centered rarefaction wave — aufspalten.

Fiir die raumzeitliche Entwicklung der Verteilung
beim Uberholen ist nur eine Sonderbehandlung der
centered rarefaction wave im Zeitintervall nach de-
ren Entstehung notwendig. Diese erreicht man leicht,
indem man den Sprung in der Riemannschen In-
varianten, der sich sofort ausbreitet, in gleiche Teile
einteilt und die Verdnderungen der Zustandsgrofen
fir diese (n+1) (u— a)-Charakteristiken, die vom
Zentrum der centered rarefaction wave ausgehen,
nach einem etwas modifizierten Charakteristiken-
verfahren berechnet. Die iibrige Rechnung fir das
Uberholen verlduft genau so wie im Falle des Zu-
sammenstofles; nur da} man jetzt fiir die z-Koordi-
naten der Verteilung, in die die StoBwelle hinein-
lauft, ein anderes Vorzeichen wahlen muf3.

Praktisch wurde die Rechnung so durchgefiihrt, daf3
bis zu einem gewissen Zeitpunkt die tiberholende Stof3-
welle fast ungedndert als stark und homolog angenom-
men wurde; sie wurde nur soweit abgedndert, dal} sie
nunmehr die durch die endliche Schallgeschwindigkeit
vor der Front erforderlichen Randbedingungen erfiillt,
wenn die Rechnung begonnen wird. Erfillt man die
Randbedingungen zu Beginn der Rechnung nicht genau,
so schleichen sich Fehler ein, die nach kurzer Zeit so
stark anwachsen, dal} sie die weitere Rechnung wertlos
machen. Im iibrigen gilt fiir die Rechengenauigkeit das
oben Gesagte.

IV. Rechenergebnisse fiir den Zusammenstol3

Um allgemein den Zusammenstof} zweier Stof}-
wellen in etwa iibersehen zu konnen, wurde die Ent-
wicklung eines Stofles fiir drei verschiedene Para-
meterwerte F' durchgefiihrt

F=—ufu=1,1/2, 1/4

(darin sind automatisch F=2 und F=4 einge-
schlossen, wenn man die beiden Seiten vertauscht).
Als Koordinatensystem wurde eines gewéhlt, bei
dem im Augenblick des Zusammenstofles t=2=0
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ist und bei dem die z-Richtung in Richtung der stér-
keren StoBwelle liegt, deren Teilchengeschwindigkeit
wir im Augenblick des Zusammenstofles immer eins
wihlen. Es ergeben sich aus der Bedingungu - = — 1
an der Front fiir die Zeit ¢,, d.i. die Zeit, die die
StoBBwelle schon gelaufen ist, und fiir x, die folgen-

den Werte.

u* 1 1/2 1/4
ty —0,134 —0,796 —4,706
x, 0,294 0.870 2,572

Die Abb. 7 zeigt die zeitliche Entwicklung der
GroBlen an der Front tiber der Zeit aufgetragen.
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Abb. 7. Zeitliche Entwicklung der ZustandsgroBen an der

Front beim Zusammenstof}. Die gestrichelten Kurven geben

die Entwicklung im &-MaBstab an. Dabei sind u, ¢ und

auBerdem noch u"= —1 normiert. Der £-MaBstab wurde so

gewidhlt, daf} im Fall F=1, F=1/2 die gestrichelten mit den

ausgezogenen iibereinstimmen. deswegen sind hier nur die
ausgezogenen Kurven gezeigt.

Man sieht, dafl abgesehen vom Anfang alle Kur-
ven fir F <1 ein dhnliches Verhalten zeigen: Die
Frontgeschwindigkeit nimmt zu, erstens dadurch,
dall die Stromungsgeschwindigkeit der Verteilung,
in welche die Front hineinlduft, kleiner wird, und
zweitens dadurch, dafl die ganze StoBwelle durch
das Abnehmen der Dichte in die Verteilung hinein-
gesogen wird. Fiir die kleineren Parameterwerte ist
dieses Hineinsaugen so stark, daf} es zur Aufbrin-
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gung der Energie ausreicht, die notwendig ist, um
eine Weile die Stoffront stirker zu machen. Aber
auf die Dauer ist der Energieinhalt hinter der Stof3-
front nicht groB genug, um die Energie zu liefern,
die zur Aufrechterhaltung einer Stoffront (Entropie-
differenz, d.h. Vermehrung der inneren Energie)
notig ist; die StoBfront wird schwicher und ver-
schwindet schlielich ganz.

Das Verhalten der Kurven fiir F <1 laBt die
Vermutung aufkommen, daf} sich alle Kurven &hn-
lich verhalten, wenn man nur statt des Parameters ¢
einen geeigneten anderen Parameter fiir die zeitliche
Entwicklung wihlt. Fiir # <1 laufen alle StoBfron-
ten in eine Homologie-Losung hinein, die durch die-
selben Parameterwerte z,, t, gekennzeichnet wird.
Es liegt nun nahe, statt der Zeit ¢ den Wert & dieser
Homologie-Verteilung, den die hineinlaufende
Front erreicht hat, zu benutzen. Es ergibt sich die
folgende Umrechnungstabelle.

X 025 | 05 1.0 2,0

1,0 o0 0 0

0,7 0,048 | 0.057 0,043 0,23

0.3 0,162 0.140 0.120 -
—04 | 0430 0.330 0.300 = |

Tab. 1. t-Werte fiir verschiedene Werte von F und £.
Bei allen hier nicht aufgefithrten Werten fiir F=2 und F=4
ist2>0,5.

Ferner wollen wir die Kurven so normieren, daf}
die mit der betrachteten Stofifront zusammentref-
fende Stofwelle den Anfangswert w” = —1 fur t=0
hat. Die Kurven fiir o fiir verschiedene F gehen
dann praktisch in eine Kurve iiber, wahrend die
Kurven fiir v einander viel dhnlicher werden. Die
a-Kurven werden bei dieser Transformation fast

parallel.
Danach ist es durchaus moglich, dall das Verhal-

ten der StoBwelle im wesentlichen durch das Medium
bestimmt wird, in das die StoBwelle hineinlduft.
Wohl am deutlichsten wird dieses Verhalten, wenn
man die Macuschen Zahlen

M= (v—uy) [a,

gegen & fiir die verschiedenen Parameterwerte F
auftrdgt (Abb. 8). Man sieht, dal} zunichst wegen
des starken Dichteabfalls hinter der Front die Stof3-
wellen fiir kleinere Parameterwerte F <1 stirker
werden, d. h. die Macuschen Zahlen grofler werden,
um dann abzufallen, so daB fiir alle F <1 etwa bei
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&= —-0,7 M=1 erreicht wird, was bedeutet, dal}
die Stofwellen an diesem Punkt verschwinden. Fiir

18
‘ a/
| | | 2 on
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A e A .. 1
L= i i
e ' W31z
~ |
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Abb. 8. Macusche Zahlen M der zeitlichen Entwicklung der
Stoffronten beim Zusammenstof3.

F =2 und F =4 sind die Rechnungen leider nicht so
weit durchgefiihrt worden, um das Verhalten bei
&= —-0,7 zu zeigen (der Rechenaufwand wiirde
etwa das 15-fache der hier vorliegenden Rechnun-
gen betragen; wiirde man die Kurve fiir F =2 extra-
polieren, so wiirde auch sie etwa bei &= —0,7 durch
die Linie M =1 gehen). Wenn die Rechnungen auch
nicht vollstandig sind, so mochten wir hier doch die
Vermutung aufstellen, dall das Verhalten der Stof3-
wellen beim Zusammenstol fast ausschlieBlich von
der Homologie-Verteilung abhingt, in die die Stof-
wellen hineinlaufen, und im wesentlichen unabhén-
gig ist von der AnfangsstoBstiarke. Ferner sind alle
Stofwellen bei &= — 0,7 praktisch zu Ende.

Die Ahnlichkeit des Verhaltens fiir verschiedene
Parameterwerte F gilt auch fiir die rdumliche Ver-
teilung der Zustandsgroflen hinter der Front fiir
verschiedene Zeiten.

In den Abb. 9, 10, 11 sind die rdumlichen Vertei-
lungen der ZustandsgroBen als Funktionen des nor-
mierten Abstands z von der Stoffront aufgetragen.
x ist dabei so normiert, dal der Abstand der Stof-
front bis zur Diskontinuitatslinie immer 3,0 betrégt.
Definiert man den Normierungsfaktor 7(¢) durch

7(t) =3/ (xr—2)

(z, ist die z-Koordinate der Diskontinuitdt zur
Zeit t), so wird 7
r=n(x—x,).

7(¢) ist in der Abb. 12 als Funktion von ¢ aufge-
tragen. Wie man aus dem Diagramm ersieht, wach-
sen die Kurven fiir verschiedene F fast nach dem-
selben Exponentialgesetz.

Der rdumliche Verlauf fiir alle Verteilungen mit
F <1 ist dhnlich: fast linearer Anstieg von Stro-
mungs- und Schallgeschwindigkeit nach der Front
hin und starker Anstieg der Entropie. Daraus folgt,
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Abb. 9. Riumliche Verteilung der Stro-
mungsgeschwindigkeit u fiir verschiedene
Zeiten t beim Zusammenstof3.

Abb. 10. Rdumliche
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Abb. 12. Normierungsfaktor =3/ (zf—zy) in Abhingigkeit
von der Zeit ¢ .

dall Druck und Dichte zur Front hin abfallen. Das
Abflachen der Kurven fiir Strémungs- und Schall-
geschwindigkeit an der Front wird dadurch bedingt,
dal} fiir kleiner werdende Stofstirke diese beiden
Kurven schlieflich stetig in die betreffenden Kurven
der Homologie-Losung tibergehen miissen, deren
rdaumliche Gradienten mit der Zeit wie (£—¢,) !

geschwindigkeit a fiir verschiedene Zeiten ¢
beim Zusammenstof3.

Verteilung der Schall-  Abb.11. Raumliche Verteilung der Did

fiir verschiedene Zeiten ¢ beim Zusam
stof3.

abfallen und im betrachteten Hinterland der Homo-
logie-Losung, in die die Front hineinlduft, in dem
hier in Frage kommenden Bereich von &< 0,4 durch
die folgenden Formeln gegeben sind:

up=1,5(1—k)/(t—ty), ag= —0,24(1 —k)/ (t—t,).

Diese Gradienten sind kleiner als die Gradienten,
die durch den geradlinigen Verlauf von u und a
hinter der stoBlenden Front bei den entsprechenden
Zeiten gegeben werden. Der durchschnittliche Gra-
dient

uf—uy af—au

bzw.

If—Zu Zf—Zu

(der Index f bezeichnet die Front, der Index u den
Wert an der Diskontinuititslinie) nimmt sehr stark
ab (etwa um den Faktor 10 in dem hier betrach-
teten Bereich). Der starke Anstieg der Entropie und
der damit verbundene Abfall von Druck und Dichte
wird im wesentlichen nur durch die Homologie-
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Losung bestimmt, in welche die Front hineinlauft,
da die Entropieerzeugung schon bei verhaltnismalig
groflen Stofstarken > 0,5 sehr klein ist (4s<0,3).
Vielleicht ist hierin der Hauptgrund zu suchen, daf
das Verhalten der StoBwellen im wesentlichen nur
durch die Homologie-Losung bestimmt wird. Durch
das Ausstromen des Gases aus der dichten Mitte
sinkt seine Temperatur in der Mitte starker ab als
an der Front. Da nun bei immer mehr verschwin-
dender Front die Temperatur wegen der Eigenschaf-
ten der Homologie-L6sung, in die die Front hinein-
lauft, an ihr weiter ansteigt, so bleibt schlieBlich
eine Verteilung zuriick, aus deren kalter, aber dich-
ter Mitte die Materie mit zunehmender Geschwin-
digkeit abstromt.

Betrachtet man die Kurven fiir F =2, so fallt so-
fort auf, daB die Anderungen von u, a und s sehr
viel kleiner sind als die entsprechenden fiir F=1/2;
um etwa eine gleiche Verédnderlichkeit zu erreichen,
mul} man fiir F =2 die Zeiten ¢t = 0,225 mit ¢=0,05
oder 0,075 fiir F=1/2 vergleichen. Dies wiirde im
&-Malistab etwa dem gleichen & entsprechen.

Fir F =4 kann man einen solchen Vergleich noch
nicht machen, da im &-Mallstab die Zeit t=0,225
fiir F =4 etwa der Zeit 0,01 fiir F =1/4 entsprechen
wirde.

Wie aus den obigen Betrachtungen hervorgeht,
mochten wir die folgende Behauptung aufstellen:
beim Zusammensto3 zweier StofBwellen wird das
Verhalten der Stolwellen im wesentlichen nur durch
die Homologie-Verteilung bestimmt, in die die Stof}-
welle hineinlduft, und ist fast unabhéngig von der
urspriinglichen Stofstirke zur Zeit des Zusammen-
stoBles. Ferner verschwindet jede Stofiwelle nach
etwa der Zeit, welche die Stofifront braucht, um
in der Homologie-Losung, in die sie hineinlduft,
&= —0,7 zu erreichen, oder einfacher ausgedriickt:
alle Stofiwellen enden bei £ = — 0,7 der Homologie-
Losungen, in die sie hineinlaufen. Leider reicht das
vorliegende Zahlenmaterial noch nicht aus, um diese
Behauptung zu beweisen. jedoch ldit es sie als sehr
wahrscheinlich erscheinen. Es wire daher sehr an-
gebracht, diese Behauptung durch umfangreichere
Rechnungen oder vielleicht auch rein analytisch zu
begriinden. Falls sich unsere Behauptung bewahr-
heiten sollte, konnte man wahrscheinlich in einfacher
Weise eine Statistik des Zusammenstofles von Stof}-
wellen entwickeln, denn man hat als Parameter-
werte, die zur Bestimmung des Ausgangs des Zu-
sammenstoBes dienen, nur die Homologie-Parameter
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x, und ¢y notig. Das allgemeine Verhalten der Stof3-
welle 1Bt sich aus den vorliegenden Diagrammen
ablesen und vielleicht auch nach etwas umfang-
reicheren Rechnungen in einfachen Formeln dar-
stellen, was wir jetzt wegen der hier aus den oben
ausgefiihrten Griinden auftretenden Willkiir nicht
versucht haben.

V. Rechenergebnisse
fiir das Uberholen von StoBwellen

Das Uberholen zweier StoBwellen wurde fiir drei
Beispiele gerechnet. Es wurde dabei fir alle drei
betrachteten Fille angenommen, dall die tber-
holende Stofifront (I) bis zu dem Zeitpunkt des
Beginns der Rechnung gegeniiber der zu tiberholen-
den Stolifront (II) so stark sei, dal die Homologie-
Form jener (I) im wesentlichen erhalten bleibt und
dall im Augenblick des Beginns der Rechnung der
StoBstirkenparameter £ = ory/or=0,3 sei.

Die gerechneten Beispiele unterscheiden sich da-
durch, daf} bei

(a) die Rechnung bei &=0 der zu iiberholenden
StoBfront (II) beginnt,

(b) bei £=0,5; wahrend bei der letzten

(c) bei £=1,0 begonnen wird, d. h. ein direktes
Zusammentreffen mit der vorangegangenen
StoBfront (II) angenommen wird.

Ferner wurden die Teilchen- und Schallgeschwindig-
keiten so normiert, dal das uj;¢ fiir t=0 (dem Be-
ginn der Rechnung) 0.5 betragt.

Im Falle (a) und (b) nimmt die StoBstiarke im
&-Malistab von (II), d. h. vom Ort des Beginns der
Rechnung aus gemessen, etwa wie beim Zusammen-
stol ab. Leider muflite die Rechnung fiir (a) bei
etwa £=0,6 bis 0,7 von (II) abgebrochen werden,
da dann der Methodenfehler, der sich besonders
bei groflen f (von 0,6 bis 0,7) bemerkbar macht
und der wohl im wesentlichen durch das starke An-
wachsen der Entropie von (II) hervorgerufen wird,
so stark ins Gewicht féllt, daf} die Rechnung nicht
weiter durchgefiihrt werden konnte. Immerhin scheint
aus den Rechnungen hervorzugehen, dafl die Stof3-
front beim Erreichen der Front (II) so schwach
geworden ist, daf} sie im wesentlichen eine Schall-
welle darstellt. Im Falle (b) erreicht die Stofifront
(I) die StoBfront (II) immerhin noch mit dem
StoBparameter f=0,62. Auch dieser Wert ist ver-
héltnisméBig grol, und daher wurde die Rechnung
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Abb. 13. Zeitliche Entwicklung
der iiberholenden StoBfront.
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nicht weiter fortgesetzt, sondern es wird angenom-
men, dal sich, wie aus fritheren Rechnungen her-
vorgeht!, die ganze Verteilung bald wieder einer
Homologie-Verteilung annahert.
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Abb. 14. Réaumliche Verteilung der Stromungsgeschwindig-
keit u fiir verschiedene Zeiten ¢ beim Uberholen.

t=0,04; —x—x— t=0,08; —®—®— =0,16.

12 ’
L"“"**.K_
a 1
08 i
061 }L
0,4 1 L | ! !
10 08 06 g+« 02 0

Abb. 15. Rdaumliche Verteilung der Schallgeschwindigkeit a
fiir verschiedene Zeiten ¢ beim Uberholen.
Bezeichnungen wie in Abb. 14.
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Bemerkenswert ist, da} die raumliche Geschwin-
digkeitsverteilung in beiden Féllen und fir alle
Zeiten linear ist. Die Abb. 14, 15, 16 fiir diese bei-
den Fille wurden so eingerichtet, daf} die Steigung
von u in dem hier verwandten MaBstab immer 1/3
betrdgt. Aullerdem sind in Abb. 17 die Normierungs-
faktoren in Abhéngigkeit von der Zeit dargestellt.

Im Falle (c) tritt im Augenblick des Zusammen-
stoBes, wie schon ausgefiihrt, sowohl eine Diskon-

6)
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Abb. 16 a, b.
Abb. 16. Ridumliche Verteilung der Dichte o fiir verschiedene
Zeiten t beim Uberholen. a) 2=0, b) 2=0,5,¢) z=1.
Bezeichnungen in Abb. 16 ¢ wie in Abb. 14.
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Abb. 16 c.

tinuitét als auch eine centered rarefaction wave auf;
sie wandert im Laufe der Zeit nach hinten, und es
tritt nach verhéltnismaBig kurzer Zeit (¢ etwa 0,15
bis 0.2) an der Front wieder die Homologie-Ver-
teilung mit £=0,39 auf, und in den Diagrammen
(Abb. 16), die wie iiblich normiert wurden (u;=1,
a;=1, pr=1 und die Steigung wu;/z;=1/3), zeigt
sich nach sehr kurzer Zeit an der Front wieder die-
selbe Verteilung, wahrend sie natiirlich weiter hin-
ten wegen des Auftretens der Diskontinuitit und der
centered rarefaction wave ein wesentlich anderes
Verhalten hat. Das ¢, fiur die Homologie-Losung
betragt ungefahr 0,06 gegentiber 0,8 der alten Stof-
front (II).
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Abb. 17. Normierungsfaktor # (¢) =3 (uz) Front -
; '3 —x—x— £=1,0.
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Aus den Ergebnissen dieser Rechnungen kann man
wohl den folgenden Schluf3 ziehen: Die StoBfront
(IT) bleibt in ihrer Frontgeschwindigkeit im wesent-
lichen ungeéndert, falls die tiberholende StoBfront
(I) nicht sehr stark gegenuber der StoBfront (II)
ist. Falls hingegen die Stofifront (I) so stark ist,
dal} sie mit einem wesentlich von 1 verschiedenen
StoBstiarkenverhiltnis (Macuzahl ungefidhr 5) die
StoBfront (II) erreicht, dann nihert sich diese nach
verhaltnismalig kurzer Zeit wieder asymptotisch
der Homologie-Losung mit £ =0,39.

SchluBbemerkung

Die hier verwandte Rechenmethode — Charakte-
ristikenverfahren mit differentieller Erfiillung der
Randbedingungen — fiihrt bei lingeren Rechnun-
gen durch die rein differentielle Erfiilllung der Rand-
bedingungen bei schwachen StoBfronten zu Fehlern
bis zu 5% nach etwa 50 bis 100 Frontpunkten der
Erfillung dieser Randbedingungen, und man mufte
dieses Verfahren noch durch direktes Einsetzen der
Randbedingungen u. &. ergénzen.

Beim Zusammenstoll zweier Stoflwellen scheint
das Verhalten der Stoflfronten im wesentlichen nur
durch die Homologie-Verteilung bestimmt zu sein,
in die die StoBfront hineinlauft. Alle Stof3fronten
verschwinden etwa bei £ = —0,7. Dieser Schluf} ist
hier noch unsicher und miiite durch umfangreichere
und genauere Rechnungen bestitigt werden.

Beim Uberholen zweier StoBfronten wird die zu
iiberholende Stoffront nicht wesentlich verandert,
falls die in die Verteilung hineinlaufende StoBfront
nicht sehr stark ist; im letzteren Fall nahert sich
nach dem Uberholen der beiden StoBfronten diese
starke Stof}front sehr schnell wieder der Homologie-
Verteilung.

Der Verf. dankt Herrn Prof. C. F. v. Wezsicker fir
die Anregung zu dieser Arbeit und zahlreiche wertvolle
Diskussionen; Herrn Prof. L. Bierman fiir die Erlaubnis
zur Benutzung der Gottinger Elektronenrechenmaschine
G 1 und seinen Kollegen fiir die Mithilfe bei der Durch-
fiihrung der numerischen Rechnungen.



